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SUR LA CONJECTURE DE ZAGIER POUR n = 4. II
NICUSOR DAN
Abstract. We express a general multiple polylogarithm of weight n
as an explicit linear combination of multiple polylogarithms of weight
n in n − 2 variables. We express a general multiple polylogarithm of
weight 4 as an explicit linear combination of multiple polylogarithms of
type (3, 1). We deduce a 4 parameters functional equation expressing a
certain linear combination of multiple polylogarithms of type (3, 1) as a
linear combination of polylogarithms of weight 4.
RE´SUME´. On exprime un polylogarithme multiple de poids n ge´ne´ral
comme combinaison line´aire explicite de polylogarithmes multiples de
poids n en n − 2 variables. On exprime un polylogarithme multiple
de poids 4 ge´ne´ral comme combinaison line´aire explicite de polyloga-
rithmes multiples de type (3, 1). On de´duit une e´quation fonctionelle
a` 4 parame`tres qui exprime une certaine combinaison line´aire des poly-
logarithmes multiples de type (3, 1) comme combinaison line´aire des
polylogarithmes de poids 4.
1. Introduction
Soit n un entier positif. Si a et b sont deux points sur une varie´te´ complexe
X et ω1, · · · , ωn sont des formes holomorphes de de´gre´ 1 sur X, l’inte´grale
ite´re´e se de´finit par induction sur n par la formule∫ b
a
ω1 ◦ · · · ◦ ωn =
∫ b
a
(
∫ t
a
ω1 ◦ · · · ◦ ωn−1)ωn(t).
Les polylogarithmes multiples sont de´finis comme les inte´grales ite´re´es
H(a0|a1, · · · , an|an+1) =
∫ an+1
a0
dt
t− a1
◦
dt
t− a2
◦ · · · ◦
dt
t− an
.
C’est une fonction complexe multivalue´e sur l’ensemble des (n+2)−ulpes
complexes (a0, · · · , an+1) ve´rifiant a0 6= a1, an 6= an+1 (pour que l’inte´grale
converge). Elle est invariante par la transforme´e affine (ai)i → (αai + β)i,
pour des nombres complexes α 6= 0 et β.
Le polylogarithme classique de poids n est la fonction complexe multi-
value´e sur C\{0, 1} qui s’e´crit Lin(z) =
∑∞
k=1
zk
kn
sur le disque unite´ |z| ≤ 1.
On peut prouver que Lin(z) = −H(0|1, 0, · · · , 0|z), donc le polylogarithme
classique est le polylogarithme multiple re´duit a` une seule variable.
Soit E un corps. On va de´finir les polylogarithmes multiples ”a valeurs
on E”. On note En+2× l’ensemble des (n + 2)−uples (a0, · · · , an+1) de E
satisfaisant a0 6= a1 et an 6= an+1. On note E
n+2
× /(E
× × E) le quotient de
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En+2× par les transformations affines (ai)i → (αai + β)i. On note An(E)
l’espace vectoriel sur Q ayant comme base les symboles [a0|a1, · · · , an|an+1]
pour (a0, · · · , an+1) ∈ E
n+2
× /(E
× × E). On de´finit A0(E) = Q. L’espace
vectoriel gradue´ A(E) = ⊕n≥0An(E) admet une structure de bialge`bre. La
multiplication est donne´e par la formule
(1)
[a0|a1, · · · , ak|ak+l+1]·[a0|ak+1, · · · , ak+l|ak+l+1] =
∑
σ
[a0|aσ(1), · · · , aσ(k+l)|ak+l+1],
ou` σ parcourt les permutations de l’ensemble {1, · · · , k + l} qui pre´servent
l’ordre dans les sous-ensembles {1, · · · , k} et {k + 1, · · · , k + l}. La comul-
tiplication est donne´e par une formule plus complique´e ([3]).
On conside`re la coalge`bre de Lie B(E) = A(E)/A>0(E) · A>0(E) des
e´le´ments primitifs. On note δ = ⊕nδn : B(E)→ B(E)⊗B(E) la code´rivation.
Suivant Zagier, on de´finit par induction l’espace vectoriel Rn(E) ⊂ Bn(E)
des ”re´lations entre polylogarithmes multiples on E” et on pose Hn(E) :=
Bn(E)/Rn(E). On note toujours [a0|a1, · · · , an|an+1] la classe de l’e´le´ment
[a0|a1, · · · , an|an+1] modulo Rn(E). Le sous-espace vectoriel R1(E) est par
de´finition engendre´ par [a|z|b] + [b|z|c] = [a|z|c] pour z, a, b, c ∈ E ve´rifiant
z 6= a, b, c. On calcule H1(E) = E
× ⊗Z Q. On note Kn(E) le noyau de
l’aplication (pr⊗pr)◦δn : Bn(E)→ (H(E)⊗H(E))n, ou` pr : Bk(E)→Hk(E)
a e´te´ de´ja` de´fini pour k < n. Soit t une variable. On de´finit Rn(E) comme
le sous-espace vectoriel engendre´ par α(1) − α(0) pour tous les e´le´ments α
de Kn(E(t)) pour lesquels α(1) et α(0) sont bien de´finies. L’application
(pr ⊗ pr) ◦ δn se factorise a` une application δn : Hn(E)→ (H(E)⊗H(E))n
qui fait de H une coalge`bre de Lie gradue´e.
La conjecture de Zagier ([4]) affirme que la valeur en s = n de la fonc-
tion zeˆta de Dedekind d’un corps de nombre est le de´terminant d’une ma-
trice dont les termes sont des polylogarithmes de poids n e´value´es dans des
e´le´ments du corps en question. Apre`s des travaux de Goncharov et Zagier, la
conjecture se re´duit a` une conjecture qui affirme que le re´gulateur de Beilin-
son est combinaison line´aire des polylogarithmes. On peut prouver que le
re´gulateur de Beilinson est combinaison line´aire des polylogarithmes multi-
ples. Il reste a` trouver des formules exprimant les polylogarithmes multiples
(en n variables) comme combinaisons line´aires de polylogarithmes (poly-
logarithmes multiples en 1 variable). L’article [1] donne une pre´sentation
synthetique de ces reductions. Dans le pre´sent article on parcourt les pre-
miers deux pas de la strategie: passer de n variables a` n− 2 variables.
2. Le the´ore`me pour n ge´ne´ral
Soit n un entier positif. On introduit une ge´ne´ralisation le´ge`re de la notion
de polylogarithme multiple. Soient a0, a1, · · · , an+1, x des e´le´ments de P
1(C)
ve´rifiant a0 6= a1, a0 6= x, an 6= an+1, x 6= an+1. On choisit ω(ai, x) l’unique
forme diffe´rentielle de de´gre´ 1 holomorphe sur P1(C)− {ai, x} qui est nulle
si ai = x et qui a un poˆle d’ordre 1 de re´sidu +1 en ai et un poˆle d’ordre 1
de re´sidu −1 en x si ai 6= x. On de´finit
H(a0|a1, · · · , an//x|an+1) =
∫ an+1
a0
ω(a1, x) ◦ · · · ◦ ω(an, x)
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Est une fonction invariante pour l’action de PGL(2,C) sur ((ai)i, x). Le
passage entre cette fonction et la fonction ante´rieure est clair:
(2) H(a0|a1, · · · , an|an+1) = H(a0|a1, · · · , an//∞|an+1),
H(a0|a1, · · · , an//x|an+1) = H((a0−x)
−1|(a1−x)
−1, · · · , (an−x)
−1|(an+1−x)
−1)
si x 6=∞. Soit y un autre e´le´ment de P1(C). En e´crivant ω(ai, x) = ω(ai, y)−
ω(x, y) pour tout 0 ≤ i ≤ n et en de´ve´lopant de manie`re multiline´aire
on peut e´crire le polylogarithme multiple H(a0|a1, · · · , an//x|an+1) comme
somme alterne´e des polylogarithmes multiples H(a0| · · · //y|an+1). On va
exploiter cette re´lation.
Soit E un corps. On transpose les conside´rations ci-dessus aux e´le´ments de
H(E). Soient a0, a1, · · · , an+1, x des e´le´ments distincts de P
1(E). En analo-
gie avec (2), on de´finit l’e´le´ment [a0|a1, · · · , an//x|an+1] dans Hn(E) comme
e´tant [a0|a1, · · · , an|an+1] si x = ∞ et [(a0 − x)
−1|(a1 − x)
−1, · · · , (an −
x)−1|(an+1−x)
−1] si x 6=∞. Pour 1 ≤ i ≤ n et pour I un sous-ensemble de
l’ensemble {1, · · · , n} conte´nant i, on de´finit A([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i, I)
comme le symbole [a0|a1, · · · , an//x|an+1] dans lequel on remplace aj par
ai dans toutes les positions j ∈ I. On de´finit
B([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i) =
∑
I
(−1)|I|A([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i, I),
la somme e´tant prise sur toutes les sous-ensembles I de l’ensemble {1, · · · , n}
conte´nant i et ayant le cardinal |I| ≥ 2. Les conside´rations du paragraphe
pre´ce´dent aplique´es a` y = ai suge´rent la re´lation dans Hn(E):
(3) [a0|a1, · · · , an//x|an+1] + [a0|a1, · · · , ai−1, x, ai+1, · · · , an//ai|an+1]
= B([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i)
C’est une re´lation dans Hn(E) qu’on ve´rifie facilement par induction sur
n.
On conside`re un entier 0 ≤ s ≤ n. Par induction sur s, en utilisant des
re´lations (1), on peut prouver facilement
[a0|y, · · · , y, bs+1, bs+2, · · · , bn//x|an+1] = (−1)
s
∑
J
CJ ,
ou` J parcourt les sous-ensembles de cardinal s de l’ensemble {2, · · · , n}
et CJ de´signe le symbole [a0|bs+1, · · · //x|an+1] dans lequel les positions
J sont ocupe´es par les y et les positions restantes par bs+2, · · · , bn dans
cette ordre. On aplique cela a` A([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i, I), a` y = ai
et a` s le plus petit entier pour lequel {1, · · · , s} ⊂ I. On obtient une
pre´sentation de A([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i, I) comme somme alterne´e ex-
plicite de [a0|b1, · · · , bn//x|an+1] ou` les (bj)j sont parmi les (aj)j , il y a au
moins deux ai parmi les (bj)j et aucun d’entre eux sur la premie`re position.
Il est facile de prouver que, dans ces notations
[a0|b1, · · · , bn//x|an+1] = [ai|b1, · · · , bn//x|an+1]− [ai|b1, · · · , bn//x|a0].
On peut donc e´crire A([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i, I) comme somme alterne´e
explicite des polylogarithmes multiples en ≤ n − 2 variables. On remplace
dans (3) et on obtient
[a0|a1, · · · , an//x|an+1] + [a0|a1, · · · , ai−1, x, ai+1, · · · , an//ai|an+1]
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= D([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i),
ou` D([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i) est une somme alterne´e explicite des poly-
logarithmes multiples en ≤ n− 2 variables.
Soient 1 ≤ i < j ≤ n deux entiers. En appliquant trois fois la re´lation
pre´ce´dente pour les substitutions x→ ai, ai → aj, aj → x, on obtient
(4)
[a0|a1, · · · , an//x|an+1]+[a0|a1, · · · , ai−1, aj , ai+1, · · · , aj−1, ai, aj+1, · · · , an//x|an+1]
= D([a0|a1, · · · , an//x|an+1], i)−D([a0|a1, · · · , ai−1, x, ai+1, · · · , an//ai|an+1], j)
+D([a0|a1, · · · , ai−1, x, ai+1, · · · , aj−1, ai, aj+1, · · · , an//aj |an+1], i).
On de´duit que, pour toute permutation σ de l’ensemble {1, · · · , n},
[a0|aσ(1), · · · , aσ(n)//x|an+1]− sign(σ)[a0|a1, · · · , an//x|an+1]
est une somme alterne´e explicite des polylogarithmes multiples en ≤ n − 2
variables.
On suppose maintenant n ≥ 3. La re´lation (1) pour k = 2, l = n−2 dans
Hn(E) donne
(5)
∑
σ∈S
[a0|aσ(1), · · · , aσ(n)|an+1] = 0,
ou` S est l’ensemble des permutations de l’ensemble {1, · · · , n} qui pre´servent
l’ordre dans les sous-ensembles {1, 2} et {3, · · · , n}. Comme
∑
σ∈S sign(σ) =
[n/2] 6= 0, ou` [x] de´note la partie entie`re du nombre re´el x, on peut trouver
une combinaison line´aire des re´lations (4) qui, aditione´e a` la re´lation (5),
exprime [n/2][a0|a1, · · · , an//x|an+1] comme combinaison line´aire des poly-
logarithmes multiples en ≤ n − 2 variables. On peut faire cela de maniere
explicite. On note, pour 1 ≤ i < j ≤ n, Ai,j = [a0|aσ(1), · · · , aσ(n)|an+1] pour
la permutation σ qui met 1 sur la position i et 2 sur la position j. On note
R(i−1, j|i, j) la re´lation (4) pour Ai−1,j+Ai,j et de meˆme pourR(i, j|i, j+1).
On doit conside´rer la somme de la re´lation (5) avec la combinaison line´aire∑
1<i<j c(i− 1, j|i, j)R(i − 1, j|i, j) +
∑
1<j<n c(1, j|1, j + 1)R(1, j|1, j + 1),
ou` c(i − 1, j|i, j) = −1 si j − i est impair et 0 sinon et ou` c(1, j|1, j + 1) =
(−1)j([n/2] − [j/2]). On de´duit
The´ore`me 1. Soit n ≥ 3 un entier. Soit E un corps. Soient a0, a1, · · · , an+1
des e´le´ments distincts de E. Alors [a0|a1, · · · , an|an+1] est combinaison
line´aire explicite des polylogarithmes multiples de poids n en ≤ n − 2 vari-
ables dans Hn(E).
Remarques: 1) Francis Brown m’a comunique´ d’avoir prouve´ que
[a0|a1, · · · , an|an+1] peut s’e´crire comme combinaison line´aire des polyloga-
rithmes multiples de poids n en ≤ n− 2 variables dans Hn(E). Il n’est pas
clair si sa me´thode peut eˆtre rendue explicite.
2) Si n est impair on peut obtenir une formule plus simple. On utilise
la re´lation (1) pour k = 1, l = n − 1 pour obtenir une re´lation (5) pour S
l’ensemble des permutations de l’ensemble {1, · · · , n} qui pre´servent l’ordre
dans le sous-ensemble {2, · · · , n}. On a
∑
σ∈S sign(σ) = 1. On note, pour
1 < i < n, Ri la re´lation (4) pour [a0|a2, · · · , ai, a1, ai+1, · · · , an|an+1] +
[a0|a2, · · · , ai+1, a1, ai+2, · · · , an|an+1]. On doit conside´rer la re´lation (5) −
R2 −R4 − · · · −Rn−1.
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3. Le cas n = 4
Quand n = 4, les polylogarithmes multiples de poids 4 en 2 variables sont
[x, y]3,1 = [0|x, 0, 0, y|1], [x, y]2,2 = [0|x, 0, y, 0|1], [x, y]1,3 = [0|x, y, 0, 0|1]
et les polylogarithmes multiples de poids 4 en 1 variable sont les polylog-
arithmes [x]4 = [0|x, 0, 0, 0|1]. Il existent des formules explicites exprimant
les fonctions [x, y]2,2 et [x, y]1,3 comme combinaisons line´aires des fonctions
[x, y]3,1 et polylogarithmes. Si on remplace ces formules dans le The´ore`me
1 on obtient:
The´ore`me 2. Soit E un corps. Soient a, b, c, d, e, f des e´le´ments distincts
de E. On note pour simplifier [·, ·] = [·, ·]3,1, abc =
a−c
b−c , abcd =
(a−c)(b−d)
(a−d)(b−c) et
de meˆme pour les autres combinaisons. Alors on a dans H4(E):
[a|b, c, d, e|f ] = φ(a, b, c, d, e) − φ(f, b, c, d, e),
ou`
2φ(a, b, c, d, e) = [aed, ced]−[ecd, acd]−2[cad, ead]+2[acd, bcd]−[bad, cad]−[cbd, abd]
−[cab, eab]+[aeb, ceb]−[dab, cab]+[acb, dcb]−[dab, eab]+[aeb, deb]−[ace, dce]+[dae, cae]
−[cbe, abe]−[bae, cae]+[bde, ade]+[abe, dbe]−[dca, dcae]−[dcbe, dcba]−[dcab, dca]
+[dcb, dcba]+[cda, cdb]+[ecd, ecda]−[cea, ced]−[ecad, eca]+[ecab, eca]−[ecb, ecba]
−[cea, ceb]+[ecda, ecdb]+[dbac, dbae]+[dbea, dbe]−[dba, dbae]−[bde, bda]+[bdc, bda]
−[dba, dbac]−[dbca, dbc]+[ebca, ebc]−[bec, bea]−[eba, ebac]+[ebdc, ebda]+[bea, bed]
+γ(a, b, c, d, e),
et γ(a, b, c, d, e) est une combinaison line´aire explicite des polylogarithmes
[x]4, ou` chaque x est fraction rationelle en a, b, c, d, e.
Remarques: 1) Dans l’article [1], on a obtenu une autre pre´sentation
de [a|b, c, d, e|f ] comme combinaison line´aire explicite de fonctions [x, y]3,1
et [z]4. La comparaison des deux formules donne une e´quation fonctionelle
a` 4 parame`tres qui exprime une certaine combinaison line´aire des fonctions
de type [x, y]3,1 comme combinaison line´aire des polylogarithmes [z]4.
2) Dans l’article [1], on a montre comment la conjecture de Zagier pour
n = 4 se re´duit a` une conjecture de Goncharov ([2]), qui pre´dit qu’une
certaine combinaison line´aire des fonctions de type [x, y]3,1 a` 3 parame`tres
peut eˆtre e´crite comme combinaison line´aire des polylogarithmes [z]4. Il
serait inte´ressant de comparer la combinaison line´aire des fonctions de type
[x, y]3,1 de la remarque pre´ce´dente avec celle de la conjecture de Goncharov.
Si la deuxie`mme peut eˆtre de´duite de la premie`re, on aurait prouve´ la con-
jecture de Zagier pour n = 4.
3) Dans la formule de [1], on a e´crit [a|b, c, d, e|f ] = F (a, b, c, d, e) −
F (f, b, c, d, e). En plus, la fonction F (a, b, c, d, e) est invariante a` la permuta-
tion cyclique a→ b→ c→ d→ e→ a. Il n’est pas clair si F (a, b, c, d, e) est
e´gal a` φ(a, b, c, d, e). Si cela est vrai, l’e´quation fonctionelle de la remarque
1) est somme de deux e´quations fonctionelles a` 3 parame`tres.
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